Hoofdstuk 4 Berekeningen in de ruimte

4.1 Berekeningen met evenredigheden
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2.
DNM    DBF


 EQ \F(MN;DM)  =  EQ \F(BF;DF) 

( MN =  EQ \F(BF;DF) · DM


DM =  EQ \F(1;2) DB =  EQ \F(1;2) 

 EQ \R(;AB2 + AD2)  

DM =  EQ \F(1;2) 

 EQ \R(;52 + 42)  =  EQ \F(1;2) 

 EQ \R(;36)  = 3


DF = EQ \R(;DB2 + BF2)  =  EQ \R(;62 + 32)  

DF =  EQ \R(;45)  = 3 EQ \R(;5)  
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MN =  EQ \F(3;3) 
· 3 =  EQ \F(3;5) 

 EQ \R(;5)  ( 1,34

3.
ESQ  CGQ


EQ =  EQ \F(1;3) EC (   EQ \F(EQ;QC) =  EQ \F(1;2) 

 EQ \F(ES;GC)  =  EQ \F(EQ;QC)  =    EQ \F(1;2) 
AE = CG ( S midden AE


CRP   EPG


RC =  EQ \F(1;3) EC   (   EQ \F(PC;EP) =  EQ \F(1;2) 
 EQ \F(RC;EG) = EQ \F(CP;EP) =  EQ \F(1;2) 
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AC = EG ( R midden AC

5.
Gebruik hulp vlak ABT


SN snijlijn ABT en ANC

 


P snijpunt AN en BM


zandloperfiguur MSPNB


 EQ \F(PB;MP) =   EQ \F(NB;MS)  = 1


PB =  EQ \F(1;2) MB


MB =  EQ \R(;M'M2 +M'B2)  = 2 + 32)   EQ \R(;32 + )  
=  EQ \R(;27)  

PB =  EQ \F(1;2) 

 EQ \R(;27)  ( 2,60
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7.
a

b
APQ  HSG


 EQ \F(AP;GS) =  EQ \F(AQ;HG) 


AQ = HG ·  EQ \F(AP;GS)  = 6 ·  EQ \F(5;6)  = 5



PEH   SCR


 EQ \F(CS;EP) =  EQ \F(CR;EH) 


CR =EH ·    EQ \F(CS;EP) = 4 ·  EQ \F(2;3)  =  EQ \F(8;3) 
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8.
a


b
A'D = 10 (gelijkzijdige driehoek)



TD : DC’ = TH : HG



DC’ = TD ·  EQ \F(HG;TH)  = 10 ·  EQ \F(9;6)  = 15

 

Beschouw driehoek A’C’D

AA’P gelijkvormig A’DC’



 EQ \F(AP;AA')  =  EQ \F(DC';A'D)  


AP =  EQ \F(DC';A'D)  · AA’

AP=  EQ \F(15;10)  · 4 = 6



CC’Q gelijkvormig DC’Á’



 EQ \F(CQ;CC')  =  EQ \F(A'D;DC')  


CQ =  EQ \F(A'D;DC')  · CC’ =  EQ \F(10;15)  · 6 = 4



Beschouw zandloperfiguur  A’DQBC



A’DQ gelijkvormig BCQ



 EQ \F(QB;DQ)  =  EQ \F(BR;A'D)  =  EQ \F(2;10)  =  EQ \F(1;5)  


( QB =  EQ \F(1;6)  · DB



DB =  EQ \R(;92 + 62)  =  EQ \R(;117)  


QB =  EQ \F(1;6)   EQ \R(;117)  

c
Neem punt M’ op HF en punt M” op DB loodrecht onder M

HFT gelijkvormig M’FM



 EQ \F(M'F;M'M)  =  EQ \F(HF;HT)  


M’F =  EQ \F(HF;HT)  · SM =  EQ \F(;6)  
·3 =  EQ \F(1;2)   EQ \R(;117)  


M’MS gelijkvormig M”MR



M”R =  EQ \F(2;6)  

 EQ \R(;117)  


 EQ \F(M'S;M'M)  =  EQ \F(M"R;M"M)  


M’S =  EQ \F(M"R;M"M)  · M’M = 

 EQ \R(;117)   EQ \F(;7)  
·3 =  EQ \F(1;7)  

 EQ \R(;117)  


FS =  EQ \F(1;2)   EQ \R(;117)  (  EQ \F(1;7)   EQ \R(;117)  =  EQ \F(5;14)   EQ \R(;117)  ( 3,86


4.2 Goniometrie in de ruimte

11.
Neem hulppunt Q nu op BC   


PQ =  EQ \R(;302 + 402)  = 50

In ∆ PQB is tan ∠BPQ =  EQ \F(1,8;50)  
Dus ∠ BPQ = 2,1 º
In ∆ CPQ is tan ∠ CPQ =  EQ \F(30 (1,8;50)  
Dus ∠ BQP = tan(1 ( EQ \F(30 (1,8;50)  ) = 29,4º
Dus kijkhoek = 29,4 + 2,1 = 31,5º
12.
a
kijkhoek weer opgebouwd uit twee deel hoeken



onderste hoek    
tan (1 =  EQ \F(12;50)    (  (1 = tan(1  EQ \F(12;50)  = 14,5º


bovenste hoek  
tan (2 =  EQ \F(30 (12;50)   (  (2 = tan(1  EQ \F(30 (12;50)  = 19,8º


( = 14,5 + 19,8 = 33,3º





b
MC =  EQ \R(;502 + 402)  =  EQ \R(;4100)  


onderst hoek    
tan (1 =  EQ \F(12;)  
 (  (1 = tan(1( EQ \F(12;)  
) = 10,6º


bovenst hoek
tan (2 =  EQ \F(30 (12;)  
  ( (2 = tan(1( EQ \F(30 (12;)  
) = 15,7º


( = 10,6 + 15,7 = 26,3º
13.
a
Neem punt Q op BD

∆ CQD  geldt   ∠ QCD = tan(1 ( EQ \F(4 (1,8;20)  ) = 6,3º

∆ CQE  geldt ∠ QCE = tan(1 (  EQ \F(4 (1,8+4,5;20)  ) = 18,5º
β = 18,5 ( 6,3 = 12,2º

b
∠ QCD = tan(1 ( EQ \F(4(1,8;10)  ) = 12,4º


∠ QCE = tan(1 ( EQ \F(4 (1,8 + 4,5;10)  ) = 33,8º


β = 33,8 ( 12,4 = 21,4  ( 2 . 12,2  dus Karel heeft niet gelijk


c
∆ CER waarbij R recht onder E ligt ter hoogte van C



CR = CQ ( RQ = 20 ( 4,5 sin 20 = 18,5



ER = 4 (1,8 + 4,5 cos 20 = 6,4



∠ QCE = tan(1  EQ \F(ER;CR)  = tan(1  EQ \F(6,4;18,5)  = 19,2



β = 19,2 ( 6,3 = 12,9



dus β = 13 º
14.
a
∠ AHG = 90º


∠ BHG = tan(1 ( EQ \F(BG;HG)  ) = tan(1 (2 +42)   EQ \F(;6)  
) = 40º


∠ AHB = 90 ( 40 = 50º

b
Neem punt Q midden AB 



∠ AMB = 2 · ∠ AMQ = 2 · tan(1 (2 + 42)   EQ \F(3;)  
) = 2 · tan(1  EQ \F(3;5)  = 62º

c
Neem punt R midden AQ



∠ ANB = ∠ ANR + ∠ RNB 



∠ ANR = tan (1 ( EQ \F(AR;NR)  ) = tan(1 ( EQ \F(1,5;5)  ) = 17º


∠ RNB = tan(1 ( EQ \F(RB;NR)  ) = tan(1 ( EQ \F(4,5;5)  ) = 42º  



 

∠ ANB = 17 + 42 = 59º dus heeft Daan niet gelijk want gemiddelde is 56º
15.
a
∠ CAT = tan(1 ( EQ \F(ST;AS)  ) = tan(1 (2 + 22)   EQ \F(6;)  
) = 65º

b
∠ CMT = tan(1 ( EQ \F(ST;MS)  ) = tan(1 (2 +11)   EQ \F(6;)  
) = 77º

c
∠ CNT = 180º ( ∠ SNT = 180 ( tan(1 (2 +11)   EQ \F(6;)  
) = 180 ( 77 = 103º

d
Neem ∆ PST  tan ∠ CPT =  EQ \F(ST;SP)    ( SP =  EQ \F(ST;tan∠CPT)  =  EQ \F(6;tan 70)  = 2,184



( AP =  EQ \R(;8)  ( 2,184 = 0,64 

e
∠CQT = 100º (  ∠ QST = 180 ( 100 = 80º

Neem ∆ QST  tan ∠ SQT =  EQ \F(ST;QS)  ( QS =  EQ \F(ST;tan ∠ SQT)  =  EQ \F(6;tan80)  = 1,06


AQ =  EQ \R(;8)   + 1,06 = 3,89

17.
∠ PAQ  kleinst als P gelijk aan H is en groots als PQ recht achter AF ligt


d(A,CD) = 3 + 2sin (140 (90) = 4,53


∠ PAQ = tan(1(  EQ \F(AQ;QP)  ) = tan(1 ( EQ \F(4,53;4)  ) = 41,4

AQ = 5 ( 2 cos 50 = 3,71


AC =  EQ \R(;3,712 + 4,532)  = 5,86 


∠ PAQ = tan(1 ( EQ \F(HC;AH)  ) = tan(1 (  EQ \F(4;5,68)  ) = 34,3º
18.
a
 Bij eerste helft van de prisma gaan we 2 omlaag dus moeten we bij het de tweede helft nog een 

keer 2 omlaag dus AG = 4 ( 2 = 2


 b
Neem punt Q  op EK en 2 boven E



EQ = 2 · GH = 10  (6 hoek is opgebouwd uit 6 gelijkzijdige driehoeken met zijde 5 dus 

diagonaal = 2 · 5)



∆ HEQ

∠ EHQ = tan(1 ( EQ \F(EQ;QH)  ) = tan(1 ( EQ \F(2;10)  ) = 11,3º



∆ HQK

∠  QHK = tan(1 ( EQ \F(KQ;QH)  ) = tan(1 ( EQ \F(4;10)  ) = 21,8



kijkhoek = 11,3 + 21,8 = 33º

c
∠ BEK = tan(1  EQ \F(10;6)  = 59º


∠ QKH = tan(1  EQ \F(10;4)  = 68º


kijkhoek = 68 ( 59 = 9º

d
Neem punt Q midden van GH



QM =  EQ \R(;42 + (2·5cos30)2)  = 9,54



∠ GMH = 2 · ∠ GMQ = 2 · tan(1 ( EQ \F(GQ;MQ)  ) = 2 tan(1 ( EQ \F(2,5;9,54)  ) = 2·14,7º = 29º

4.3 De cosinusregel
23.
a
pythagoros ∆ ADC



a2 = (c (x)2 + h2 = c2 (2cx +x2 +h2

b
uit a volgt h2 = b2 ( x2 invullen in b geeft



a2 = c2 ( 2cx +x2 +b2 (x2 = b2 + c2 (2cx


c
cos ( =  EQ \F(x;b)  (  x = b cos (



d
c invullen in b geeft  a2 = c2 + b2 (2bccos (
24.
cos ( =  EQ \F(b2 +c2 (a2;2bc)  =  EQ \F(52 +62 (42;2 · 5 · 6)  = 0,75  (  ( = cos(1( 0,75) = 41,4º

cos β =  EQ \F(a2 +c2 (b2;2ac)  =  EQ \F(42 +62 (52;2 · 4 · 6)  = 0,5625  (  β = cos(1 (0,5625) = 55,8º

γ = 180 ( 55,8 (41,4 = 82,8º
25.
a
1
cos 10 = 0,9848    
cos 170 = 0,9848



2
cos 50 = 0,6428  

cos 130 = 0,6428



3
cos 29,3 = 0,8721
cos 150,7 = 0,8721


b
2 punten Q en P op eenheidcirkel met hoek ( en hoek 180 ((


dan geldt xP = ( xQ


cos (180 (() = ( cos (


cos ( = ( cos(180 ( ()

27.
cos ( =  EQ \F(b2 +c2 ( a2;2bc)  =  EQ \F(72 + 52 (42;2 · 7·5)  = 0,8286   (  ( = 34º

cos β =  EQ \F(a2 +c2 (b2;2ac)  =  EQ \F(42 + 52 ( 72;2 · 4 · 5)  = -0,2   ( ( = 102º

γ = 180 ( 34 ( 102 = 44º
29.
a
AH =  EQ \R(;32 +42)  = 5



HC =  EQ \R(;32 + 62)  =  EQ \R(;45)  


AC =  EQ \R(;42 +62)  = EQ \R(;52)  

b
cos ∠ CAH =  EQ \F(AH2 + AC2 ( HC2;2 · AH · AC)  =  EQ \F(52 +52(45;2 · 5·)  
= 0,44376



∠ CAH = 64º

c
∠ DBH = tan(1 ( EQ \F(DH;DB)  ) = tan(1 ( EQ \F(3;)  
 ) = 23º


je hebt de cosinusregel niet nodig omdat ∠ HDB = 90º
31.
PR2 = PQ2 + QR2 ( 2·PQ · QR cos ∠Q = 102 + 72 ( 2 · 10 · 7 cos 110º = 196,9


( PQ ( 14,03

32.
a
∠ CAT = cos (1 ( EQ \F(AS;AT)  ) = cos(1 ( 2 + 2,52)   EQ \F(;6)  
) = 53,9º
 
b
PQ2 = AP2 + AQ2 ( 2· AP·AQ cos ∠ CAT = 42 + 62 ( 2 · 4·6 cos 53,9º = 23,7



( PQ ( 4,87


c
∠ QAB = 45º 



BQ2 = AB2 + AQ2 ( 2·AB·AQ cos ∠ QAB = 52 +62 ( 2 · 5 · 6 cos 45º = 18,57



BQ ( 4,31

34.
parallellogram is opgebouwd uit 2 · 2 dezelfde driehoeken

beschouw een van de driehoeken met zijden 6 , 4 en 2,5  

binnenhoek  ( 

cos ( =  EQ \F(42 +2,52 ( 62;2 · 4 · 2,5)  = -0,6875

( = cos(1 ((0,6875) = 133,4º
andere binnenhoek β = 180 ( 133,4 = 46,6º
andere zijde 2  = 42 + 2,52 ( 2 · 4 ·2,5 cos 46,6 = 8,5

andere zijde ( 2,92

omtrek = 2 · 2,92 + 2 · 6 ( 17,8

cos γ =  EQ \F(42 + 62 (2,52;2 · 4 · 6)  = 0,9531

γ = 17,6

h = 6 sin 17,6 = 1,81

Opp = 2 ·  EQ \F(1;2)  h · d = 1,81 · 8 = 14,51

35.
sin 5 =  EQ \F(BD;PD)  (  PD =  EQ \F(BD;sin 5)  =  EQ \F(46;sin 5)  = 527,8


sin 10 =  EQ \F(CA;CP)   (  CP =  EQ \F(CA;sin 10)  =  EQ \F(60;sin 10)  = 
345,5


AD2 = PD2 + PC2 ( 2 · PD · PC cos 40 = 527,82 + 345,52 ( 2 ·527,8·345,5 cos 40 = 118559


AD ( 344 m 
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